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Abstract. In this article, we give a new method for proving Howe 
correspondence in the case of dual pairs of type (GL„, GL m ) over 
a non- Archimedean locally compact field F. The proof consists in 
combining a study on Kudla's filtration |Kud| with the results of 
|Milj about the irreducibility of a parabolically induced represen- 
tation. The proof is valid for F of any characteristic and allows 
us to make the correspondence explicit in terms of Langlands pa- 
rameters. Hence it generalizes the results of [Wat] and answers 
completely all questions studied in [Mul] and [Mu2] for dual pairs 
of type U. 



Resume. Dans cet article, nous proposons une nouvelle methode 
pour demontrer la bijectivite de la correspondance de Howe pour 
les paires duales du type (GL„,GL m ) sur un corps F localement 
compact non archimedien. La preuve est basee sur une etude soi- 
gneuse de la filtration de Kudla |Kud] ainsi que sur les resultats 
de |Milj a propos de l'irreductibilite d'une representation induite 
parabolique. Elle est valable pour F de caracteristique quelconque 
et nous permet d'expliciter la bijection en termes des parametres 
de Langlands. Elle generalise done les resultats de |Wat| et repond 
totalement aux questions etudiees dans [Mul] et |Mu2] pour les 
paires duales de type II. 

Codes MSN : 11F27, 22E50. 



Introduction 

Soit F un corps commutatif localement compact non archimedien 
de caracteristique residuelle p > 0. Soit ip : F —* C x un caractere 
additif non trivial de F. Si W est un espace vectoriel symplectique 
sur F, de dimension finie, on dispose du groupe metaplectique Sp (W), 
qui est un revetement a deux feuillets du groupe symplectique Sp (W) , 
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et d'une representation (a>, S) de Sp (W) canoniquement attachee a ip, 
dite representation de Weil ou metaplectique, sur un espace de fonctions 
S a valeurs complexes. Soit {Gi,G 2 ) une paire duale reductive {cf. 
|MVWl 1.1.17]) dans Sp (W) : ou bien {G\, G 2 ) est une paire de groupes 
classiques -symplectique, orthogonal, unitaire- (paires duales de type 
I) ou bien une paire de groupes lineaires (paires duales de type II). 
Notons Gi et G2 leurs images reciproques dans Sp (W). 

Soit Ti une representation lisse irreductible de G\ quotient de u>. No- 
tons S [tt] le plus grand quotient 7r-isotypique de uj, II est de la forme 

S [tt] = Tlx ® © (tt) , 

en tant que G\ x G 2 -module, ou 6 {tx) est une representation lisse de 
longueur finie de G\. 

Roger Howe et Jean-Loup Waldspurger [Wal], |MVW| ont prouve 
que, dans le cas ou p est impair et que {Gi,G 2 ) est de type I, si 
0(7r) 7^ 0, alors 0(71") a un unique quotient irreductible, note 9 {it). 
L'application n i— > 9{ir) est une bijection entre l'ensemble des represen- 
tation lisses irreductibles tt de G\ telles que 0(7r) 7^ et l'ensemble des 
representation lisses irreductibles tt' de G 2 telles que 0(7r') 7^ 0. Elle est 
appelee la correspondance de Howe. Nous nous proposons de montrer 
un theoreme similaire pour les paires duales de type II, valable pour 
tout p, et d'expliciter, en termes des parametres de Langlands, la cor- 
respondance 7T 1 — > 9{ir), ce qui determine l'ensemble des representations 
7T telles que Q{ir) 7^ 0. 

Dans le cas des paires duales de type II, Roger Howe, dans un manus- 
crit non publie, avait prouve la bijectivite de la correspondance. Notre 
methode, differente, rend, de plus, la correspondance explicite. 

Passons a une presentation plus detaillee des resultats : 

Soit D une algebre a division de centre F de dimension finie d 2 sur F 
et soient n et m des entiers strictement positifs. On note A4 n ,m (resp. 
M. n ) l'ensemble des matrices nxm (resp. n x n) a coefficients dans D. 
Le groupe GL n {D) des matrices inversibles dans M. n sera note G n . 

On note S n>m = S (vM n>m ) l'espace vectoriel des fonctions $ de M. n ,m 
dans C, localement constantes a support compact. La representation 
metaplectique 0J n ^ m restreinte a la paire duale G n x G m {cf. |MVWl 
3.III.1]) est la representation 

(0.1) u n ,m{g,g r ) = v{g)^(j n> m{gig')v{g')^, 

ou on note v = | Nrd \p, la valeur absolue de la norme reduite et 

C"n,m • G n X G m ► GL {Sn^m) 

la representation naturelle de G n x G m definie par 
(?n, m {g,g')${x) = $ {g~ x xg') , 
pour g G G n , g' G G m , x G M n , m , $ e S n>m . 
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Le resultat principal de cet article est le theoreme suivant. 

Theoreme 1. (voir corollaire 16.31) . Soit n une representation irre- 
ductible de G n . 

(1) Si Horrid (uJ n;m , 7r) 0, alors il existe une unique representa- 
tion irreductible ir' de G m telle que 

Hom GnXGm (u) n>m , it ® 7r') ^ 0. 

De plus, dim (Hom GnXGm (u;„ )tn , ir ® 7r')) = 1. 

Supposons n < m. Alors Hom Gn (cu njm , 7r) 7^ et, si ir est 
le quotient de Langlands (cf. section^ de T\ x • • ■ x Tjv, om 
Ti, . . . , Tjy soni des representations essentiellement de carre in- 
tegrable, alors ir' est le quotient de Langlands de 

m — n— 1 m — n — 1 , , „ 

1/ 2 X---XZ/ 2 x Ti X • • • X Tat, 

oil, pour toute representation t, t designe sa contragrediente. 

Ainsi, si Ton note n* les parametres galoisiens de Langlands de la 
representation it, les parametres de 0(tt) sont re* © ou on a note 
l^ ra „ ra les parametres galoisiens de la representation triviale de G m _ n . 

La preuve du theoreme [T] se decompose en trois parties. D'abord, la 
theorie des fonctions zeta de Godement-Jacquet |GJ| nous fournit un 
entrelacement entre uj n>n et 7r®7r pour toute representation irreductible 
ii, ce qui implique, avec un argument classique (cf. [MVW, 3. II. 5]), que, 
si n < m, alors Hom Gn (u> n>m , n) 7^ 0. 

Pour montrer l'unicite de la representation 9(tt), on a besoin d'uti- 
liser Particle |Mil| ou il est prouve que l'induite parabolique d'une 
representation irreductible a, dans beaucoup de cas, une seule sous- 
representation irreductible. 

Dans la section [2J on decrit explicitement le bord de la representa- 
tion metaplectique (un sous-ensemble de representations de G n ) et on 
trouve que, pour toute representation qui n'apparait pas dans ce bord, 
la representation 9(tt) est unique. 

Apres, dans la section EBj on s'inspire de Particle |Kud| , et on cal- 
cule une filtration des foncteurs de Jacquet de la representation meta- 
plectique. Ceci nous permet de montrer dans les sections [4] et [5l par 
recurrence, l'unicite de la representation 9(tt), pour les bonnes represen- 
tations 7r. Les mauvaises representations sont celles qui ont un foncteur 
de Jacquet bien precis. Or, ces representations n'apparaissent pas dans 
le bord de la representation metaplectique ! 

Pour montrer la parametrisation de la correspondance on a, a nou- 
veau, deux cas. Par recurrence, le cas des bonnes representations n'est 
pas tres difficile et decoule de [Mill Corollaire A. 3]. Pour les autres, on 
utilise, dans la section M, des proprietes subfiles de la classification de 
Zelevinsky des representations irreductibles en termes de segments. 
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1. PRELIMIN AIRES 

Soient F un corps commutatif localement compact non archimedien 
de caracteristique residuelle p > 0, D une algebre a division de centre 
F et de dimension finie d 2 sur F. 

Soient n, m deux entiers strictement positifs. On note M. n ,m (resp. 
JA n ) 1' ensemble des matrices nx m (resp. n x n) a coefficients dans D 
et Nrd : M. n — > F la norme reduite. Le groupe GL n (D) des matrices 
inversibles dans M. n sera note G n . Le groupe trivial sera note Go- 

A toute partition (ordonnee) a = (n l5 . . . ,n r ) de l'entier n, corres- 
pond une decomposition en blocs des matrices carrees d'ordre n. On 
notera M a le sous-groupe de G n forme des matrices inversibles dia- 
gonals par blocs, P a (resp. P a ) le sous-groupe forme des matrices 
triangulaires superieures (resp. inferieures) par blocs, et U a le sous- 
groupe de P a forme des elements dont les blocs diagonaux sont des 
matrices unite. Le sous-groupe P a est conjugue a Pa dans G n avec 
a = (n r , . . . , ni). 

Dans cet article on ne considerera que des representations lisses com- 
plexes et le mot representation voudra toujours dire representation lisse 
complexe. On notera Irr(G n ) l'ensemble des classes d'equivalence des 
representations irreductibles de G n . La representation triviale de G n 
sera notee 1„. 

Si 7r et 7r' sont deux representations d'un groupe G, on notera 

Hom G (ir, 7r') 

l'espace des entrelacements entre n et n' . On omettra l'indice G quand 
il n'y a pas de confusion. 

On note jj — r^™ r (resp. (j — f^* „ r ) le foncteur de Jacquet non 
normalise associe au parabolique standard P a (resp. P a ). On note 

r .G n r-V2u_ G n 

m,...,n r P a " ni,...,n r ' 

(resp. rfr,..,n r = ^ /2 tt-^r,..,nj, 

le foncteur de Jacquet normalise. 

Etant donnee une representation de chaque G ni , on notera 

tt-indg(pi(8)---(8)p r ) 

l'induite parabolique non normalisee, ou on a prolonge la representation 
Pi <S> • • • <S> p r trivialement sur U a . 
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On note aussi p x X • • • X p r la representation 

indg { Pl ® • • • ® p r ) = 4l 2 tl-ind^; (pi ® • • • ® p r ) , 

induite parabolique normalisee. 

Soit 7r une representation de G„ ; on a un isomorphisme canonique 
(reciprocite de Frobenius) : 

(1.1) Hom(7r,pi x •• • x p r ) ~ Horn (r^ ^ nr (vr), p x ® • • • ® p r ) . 

On a une formule similaire pour l'induction non normalisee et le 
foncteur de Jacquet non normalise. On dispose aussi d'un isomorphisme 
de reciprocite a la Casselman (cf. [Ber, Theorem 20]) : 

(1.2) Hom(p! x ■ ■ • x p r ,ir) ~ Horn (p x ® • ■ • ® p r , ^...^(tt)) . 

Pour l'induction non normalisee et le foncteur de Jacquet non norma- 
lise, la formule precedente devient : 

Horn (tj-indp^ (pi ® • - • ® p r ) , 7r) ~ 

(1.3) Horn ( Pl ® • • • ® p r , (5 P J- r£« ^(tt)) . 

Soient n, t G Z, 1 < t < n, n G Irr(G„), x £ I r r(G t ). On no- 
tera Jac x (7r) ^ (resp. Jac x (7r) ^ 0) s'il existe p G Irr(G n _ 4 ) tel que 
Horn (jr, x x p) 7^ (resp. Horn (7r, p x x) 7^ 0). 

On utilisera a plusieurs reprises la proposition suivante [Mill Propo- 
sition 7.1] : 

Proposition 1.1. Soient 7r,n' G Irr,p G C. Les conditions suivantes 
sont equivalentes : 

(1) Hom(7r',7r x p) ^ 0; 

(2) Hom(p x 7T, 7r') ^ 0. 

Corollaire 1.2. Soient 7T, 7r' deua; representations irreductibles et p une 
representation cuspidate. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(1) Horn (7r', 7r x p x ■ • • x p) 7^ 0; 

Horn (p x • • • x p x 7r, 7r') 7^ 0. 

Demonstration. Puisque, par [Mill Theoreme 5.1], n x p x ■ ■ ■ x p n'a 
qu'un seul sous-module irreductible et que, par [Mill Theoreme 5.6], 
px ■ ■ ■ x px n n'a qu'un seul quotient irreductible, le corollaire decoule 
de la proposition precedente par recurrence. □ 

Si X est un espace localement profini, on note S(X) l'espace vectoriel 
des fonctions $ : X — ► C localement constantes a support compact. Le 
lemme suivant sera utilise dans le calcul explicite de la correspondance : 

Lemme 1.3. Soit X un espace localement profini, X' un sous-espace 
ferme de X . Supposons qu'un groupe localement profini G agit de facon 
continue sur X et que G-X' = X . Notons H le stabilisateur de X' dans 
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G. Notons aussi it la representation naturelle (cf. |BZll §1.2.2]j de G 
dans S(X) et p la representation naturelle de H dans S(X'). Alors : 

7r~tt-mdg (p). 

Demonstration. Posons 

S:7r tt-indg(p) 

<f> i-» (0 >-»• (t(p)0) 1x0 • 

H est bien defini car X' est ferme dans X {cf. fBZll §1.1.8]) et c'est un 
entrelacement entre it et (j — ind^ (p). 

Construisons une inverse : Soit / G Hndg (p). On definit 0/ G S(X) 
par 

/ (x)=/(^)(x'), 

si x = g ■ x' et g G G et x' G X'. Puisque G • X' = X des tels 
couples (g,x') existent et si <7i,<?2 G G et x^a^ G X' sont tels que 
x = g\ ■ x'i — g2 • x' 2 i alors x[ = g^ 9% • x 2 et done, si Ton pose h = g\ X gi 
on a que h G H. 
Ainsi 

f(gi)K) = /G/i)(<7rV4) 
= p(h)f(gi)(x' 2 ) 
= f(gih)(x' 2 ) 

= f(92)(x' 2 ). 

Done 4>f est bien definie et le morphisme / i— > 0y est un entrelacement 
entre (j — ind^ (p) et 7T, inverse de 5. □ 

On note S n ^ m = S (A^ n>m ). La representation metaplectique ct> n ,m res- 
treinte a la paire duale G n x G m (cf. Introduction) est la representation 

u n ,m(g,g') = v(g)~^ a ri)m (g,g')v(g')^ . 

II est plus naturel de travailler avec la representation metaplectique 
tordue o~ n , m et de calculer ses quotients irreductibles. On deduira en- 
suite immediatement les resultats pour la representation u) nJm . 

II est aussi tres pratique d'utiliser la notation suivante : on a deux 
groupes lineaires agissant, par multiplication, sur un espace de matrices 
a gauche et a droite. Dorenavant, pour differentier ces deux actions, 
on notera G', P' et U' les groupes lineaire, parabolique et unipotent 
respectivement, agissant a droite et on gardera les notations G, P et 
U pour ces groupes quand ils agissent a gauche. De meme, en cas 
d'ambiguite, on notera v' le caractere v quand il agit sur G'. II peut 
sembler une notation un peu artificielle mais elle facilite enormement 
la comprehension des calculs. 

On permet les cas m = ou n = (avec Go = ou G' = 0) pour 
lesquels M. = et ao, m ~ C est la representation triviale de G' m et 
a n fi ~ C est la representation triviale de G n . 
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Dans cette section, on rappelle les resultats de |MVWl 3. Ill] et on 



en deduit quelques premieres consequences. On fixe des entiers positifs 
n et m. 

Commengons par rappeler que la theorie des fonctions zeta de Gode- 
ment-Jacquet |GJ| nous fournit, pour toute representation irreductible 
ii de G n , un entrelacement (cf. |MVW1 3. II. 7]) entre a n) n et ix ®t\ . Par 
|MVWl 3. II. 5], on deduit que, pour toute representation irreductible 7r 
de G n , il existe un sous-quotient irreductible it de Jj— ind p r (l m _ n ®7r) 

m — n,n 

tel que 

(2-1) Homc„xG^ (c"n,m, 

Ainsi, si n < m, alors Q(ir) ^ 0. Le probleme est de montrer que ce 
sous-quotient ir' est l'unique satisfaisant a ( 12.1ft et de determiner ses 
parametres. 

D'un autre cote, la representation cr„ jm admet (cf. |MVWl 3. II. 2]) 
une filtration 



= S t+1 cS t c---cS 1 cS = S, 



n,mi 



ou Sk est le sous-espace vectoriel de S n ^ m forme des fonctions dont 
le support est forme des matrices de rang Q plus grand ou egal a k, 
< k < t = min (n,m). L'espace S k+ \ est ouvert dans S k par |BZ1[ 

§1.1.8] et, en appliquant le lemme 1X731 avec 

dans |MVWl 3. II. 2] qu'on a un isomorphisme 

a k = S k /S k+1 ~ |j-ind^' lGm p , (fik) , 

ou fib est la representation de F * n -k,kP' m -k k sur & definie par : 
H k (p,p') $ (h) = $ (p^hp'i) = Pk (p 4 ,pi) $ (h) , 

pour $ G 5(G?*) ,fteG t ,p=(^ M , p' = ( J* ^ ) et Pfc la 

representation naturelle de x sur 5 (G k ) definie par 

Pk(p*,p'd®(h) = $ (p^hp' 4 ) . 

Definition 2.1. On dit que n G Irr(G„) apparait dans le bord de la 
representation a nim s'il existe k < n tel que Hohig„ (a k , n) ^ 0. 

Lemme 2.2. Soient it G Irr(G n ), 7r' G Irr(G^) telles que Hom(cr { ,, 7r <8> 
7r') 7^ 0. «/ existe t,t' G Irr(Gfc) ie/ies que 

Horn fft-indf" (l n _ fc ® r) <g> (j-indpr 1 (l m _ fc ® r') ,tt® tt') ^ 0. 

\ *n — kk m — k,k / 



1 On utilise la definition de rang sur une algebre a division de |Bou[ §10.12] 
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Demonstration. Soient tt G Irr(G n ), tt' G lrx(G' m ) telles que Hom(<7fc, tt® 

G G* 

it ) 7^ 0. On a done un entrelacement non nul de Jj— ind-p™ m , (fi k ) 

n — k,k rn — k,k 

dans tt £g> tt'. Ceci equivaut, par (11.31) . a l'existence d'un entrelacement 
non nul entre p k et 8 Pn _ k J-r^\ k (7r) <g> ^_ fc J-r^ fc ^(tt'). 

Soit l'image d'un tel entrelacement ; il existe une sous-representation 
irreductible V de V et toute telle sous-representation est de la forme 
(l n -fc <8> t) <8> (l m _fc (g> r') comme representation de M n _ k ^M' m _ k k out 
et t' sont irreductibles. Par (11.31) . a nouveau, on trouve le resultat. □ 

Corollaire 2.3. Soit tt G Irr(G n ). Les conditions suivantes sont equi- 
valentes : 

(1) La representation tt n' apparait pas dans le bord de o n ,m- 

(2) II n'existe pas t G Irr(Gfc), k < n, telle que 

Hom G „ (Vmdg" (l n _ fc ® r) , tt) ^ 0. 

Demonstration. Pour l'implication directe, supposons qu'il existe r G 
Irr(Gjfc), k < n, et un entrelacement non nul de Jj — ind^ n (l n -k ® r ) 

^n — k,k 

dans 7T. Par exactitude du foncteur JJ— ind et |MVWl Lemme 3.II.3], on a 
un morphisme surjectif de a k dans Jj — ind^ n (In-* <8> r) qui compose 

avec l'entrelacement precedent nous montre que Hom Gn (a k , tt) ^ 0, i.e 
que la representation 7r apparait dans le bord de <T nJm . D 

Rappelons que, d'apres [Mill Theoreme 5.1], pour toute representa- 

G' 

tion irreductible tt G Irr(G n ), la representation Jj — ind p r (l m _„ ® tt) 

a un unique quotient irreductible et qu'il apparait avec multiplicity 
1 dans l'induite. Le theoreme suivant resume tout ce que l'on peut 
conclure a partir de cette filtration par le rang. 

Theoreme 2.4. Soient n,m des entiers positifs et supposons n < m. 
Soient tt G Irr(G„) qui n'apparaisse pas dans le bord de a n ^ m . II existe 
une unique representation tt' G Irr(G' m ) telle que 

TT <g> TT') ^ 0. 

G' ~ 

C J est V unique quotient irreductible de %— ind p ; n (l m -n <8>7r). Be plus, 

m — n f n 

dim (Hom GnXG ^ (a n>m , tt <g> tt')) = 1. 

Demonstration. On avait vu au debut de la section qu'il existe tt' G 
Irr(G' m ) telle que Hom GnXG ^ (cr n m ,7r <g> tt') ^ 0. Montrons qu'elle est 
unique. 

Par composition avec les morphismes Sj — > <7„ im , j = 0, . . . ,n, on 
obtient des morphismes Sj — > tt <g> tt'. 

Soit k le plus grand j tel que Sj — > tt <g> tt' ne soit pas le morphisme 
nul. On a done que tt <g> tt' est un quotient de o k . Par hypothese on a 
k = n et done, 

Hom (<7 n , 7T ® 7r') 7^ 0. 
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Par definition de a n on a alors 

Horn (tj-ind^r , tt <g> A £ 0. 

Par (ll.3p et la definition de /i n , on deduit que 

Horn (l m _ ® p n , vr ® 5 Pm _ n> J-r^ n)n (7r')) ± 0, 
d'ou, par jMVWl Lemme 3.II.3], 

Horn (l m _ n ® vr, 5p m _„,J-r^ nin (7r')) ^ 0, 
et, a nouveau par 01.31) . on deduit que tt' est l'unique quotient irreduc- 

G 1 ~ 

tible de Jj — ind p r (l m _„ ® tt). 
Montrons finalement que 

dim (Hom GnXG ^ (a n>m , tt <g> tt')) = 1. 

Soit A G HoniG n xG^ (^n,m^ ® tt')- La composee de A avec l'inclusion 
<T n cr nm n'est pas nulle. Or, par le lemme |MVWl Lemme 3. II. 3], 
dim (Hom^xc^ (cr n ,n <g> tt') ) = 1, et done cette composee est unique 
a homothethie pres. Ainsi, si 

dim (Hom GnXG ^ (a n , m , tt ® vr')) > 1, 

on pourrait construire, par combinaison lineaire, un morphisme non 
nul A G Hom GraXG / (ff„ im ,7r <g> 7r') tel que sa composee avec l'inclusion 
a n a nim soit nulle. II existe alors k < n tel que Hom Gn it) ^ 0, 
ce qui est absurde, par hypothese, et qui acheve la demonstration. □ 

Remarque 2.5. En particulier, si tt est une representation cuspi- 
dale, il existe une unique tt' (l'unique quotient irreductible de Jj — 

G f ~ 

md p r (l m -n ® 7r)), telle que 

m — n.n 

Hom GnXG ^ (cr n>m , tt <g> tt') ^ 
En effet, si tt est cuspidale, il n'existe pas r G Irr(G fc ), k < n, telle que 

Hom G „ (%-m<£ n (l n _ fc ® t) ,ttW 0, 

\ n — k;k / 

et done, par le corollaire 12.31 elle n'apparait pas dans le bord de cr n m . 

3. Suite de Kudla 



Dans cette section, on refait les calculs de Kud , pour les paires 
duales de type II. On veut calculer une suite de composition des fonc- 
teurs de Jacquet de la representation a n>m . 

Soient t, i des entiers, < t < n, < i < inf {t, m}. Fixons quelques 
notations pour cette section : 

- On notera chaque matrice m G Ai n m par 



m 



a \ _ ( a 
b I \ mi 1^2 



ou a G M t , m , b G M n -t, m , mi G M n -t,i, m 2 G M n - 



t,m—ii 
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- On notera chaque g G M^,n-t) P ar 

92 gs 

<) = I gi ) = I 9a 95 



9i 



g e G t , gx e G n - t) g 2 e M t -i,t-i, gz g M t -t,i, 9a g .M^-i, #5 g 

- On notera chaque g' G G' m par 



1 1 g's 9i 1 



OU g[ G A^i,i, ^2 e M m -i,U 93 € M<,m-i, #4 e -A^ 

Soit ■?/> un caractere non trivial de F. 

On definit a* m par le diagramme commutatif suivant : 



ra—i.m—% • 



(d.lj >Jn,m *" iJn. 



m i 



- <,m(S.s'L 

ou ~ est l'isomorphisme de representations qui envoie / G S n ,m vers 

/ 10^L / (O*° trd(W)rfa * 

ou on a note trd la trace reduite. 

On se propose d'etudier la representation a* m (transformee de Fou- 
rier partielle de cr„ m , isomorphe a cr n m par (I3.ip ). Plus tard, on ne fera 
pas de distinction entre les deux representations. 

La representation a* m agit sur / par 
(3.2) 

< m (g,g')f( a b ^= J m f (g- 1 ( f ) /) V> ° trd ( taa *) da *- 

Ainsi U tt n-t agit, via cx* m , par 

1 l)f(l) = ^°trd(taub)f( a b 

(3.3) = V ° trd / 

Notons A la partie fermee de -M n , m : 

A = I [ ? ] G AC m : b l a = 



Lemme 3.1. Xe sous-espace S n>m (U t)n -t, cr* m ) de S n)m engendre par 
les fonctions de la forme 

f- <mO)/, 
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ou f G S ntm et u G Ut >n -t est I'espace des f G S n , m telles que 

supp ff)A = 0, 

Demonstration. Sur A, f — a^ m (u)f est, par (13.31) . nul. Reciproque- 

ment, soit / ^ nulle sur A et montrons que / G S n>m (Ut,n-t> °~* n m )- 
Le lemme sera demontre. 

Pour tout m = ^ ^ j G Ai n ,m, notons ct m le caractere defini par 

«m : U t>n -t -> C 

hhi/io trd raub) . 

Pour tout m G .M„, m \A, il existe w m G Ut, n -t tel que a m (u m ) 7^ 1. 
Pour m' dans un voisinage / de m, on a par continuity a m >(u m ) = 
«m(w m ) 7^ 1. Le support de /, etant compact, il suffit de montrer que la 
fonction caracteristique 1/ du voisinage I est de la forme F — a* m (u)F, 
pour F G S ntfn . 

Puisque, a m r(u m ) = a m (ii m ) ^ 1 on a que 1/ est egal a a* m (u)li a 
une constante non nulle pres. Ainsi, F = , —, — tIj convient. 

□ 

Ainsi la suite exacte courte (cf, |BZll §1.1.8]) 

- S (M\A) -> S„, m -> S(A)^0 

/ - /u 

s'identifie a 

> Sn,m \Ut,n—ti °~n,m) > S n ,m > S(A) > 

et done S(A), muni de Taction de M^, n -t) donnee par (13.21) . s'iden- 
tifie au foncteur de Jacquet non normalise, d'ou un isomorphisme de 
M^ n _ t ) -modules : 



i 

On a alors une nitration de §—r t n-t (°~n,rn) de M( tjn _ t ) x G^-modules : 

"t,n-t {°~n,m) j 



= S fc+1 C 5 fc C • ■ ■ C Si C S = %-rl;\_ t (a n 



ou 



Si = j/e£(A):/(|j)=Osiraiig(a)<z-l} 
= inf (t, m) . 

Chaque Si+i est ouvert dans S^. La representation (j — r t ^_ t (cr n ,m) est 
done composee des representations 

r* = <*<£;. 

La suite exacte de M( tjn _ t ) x G^-modules (c/. |BZl| §1.1.8]) 

^ ^ - 5(A) - o 
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ou Ai = | ^ ^ j G M. n ,m '■ b l a = et rang(a) = i j> , nous montre que 

l'espace de r* est l'espace des fonctions |/ G S^i)} et M(t >n -t) x G' m 
agit, via r*, sur cet espace par (13 .2\\ . 

Maintenant on va appliquer le lemme 11.31 avec X = Ai et X' l'en- 

semble des matrices de la forme ( ^ l ^ ^j, avec * g Ai n -t,m-i- Le 

stabilisateur T dans M(t, n -t) x de X' est le sous-groupe des (g, g') G 
P t -u x GVt x P/ )TO _j tels que g^ 1 g[ = 1. Clairement M^-t) xG' m -X' = 
Ai. Voyons que Taction de Tj dans S(X') est isomorphe a £° i ® a n _ t ,m-i 
ou $1 est le caractere de Tj defini par v (go) m v (g')~ , pour (g, g') G Tj. 
Soient G T h x G S n - t , m -i, et / G 5(A)- On a que 



x 



t.ra 



/'('/-' ( " x U'Uotrdll ° I' ),- ),/,- 



Mt,m 



Mt, 



o ^/x^ y r Woo 



o (^Vi)"" 1 



i/ (# ) m f (#0 7 / n -i ' W> ° trd 



M 



t , ni 



g^xg's J Y \\ 



v{9o) m v{g') <r n -t,m-i{9i,93)f\ ( a . \(x) 

* 

Proposition 3.2. La representation r t £_ t (<x„ im ) est composee des re- 
presentations n, i — 0, . . . , min {i, m}, em 

^ " md ^ M xG„_ t x^ m _, ® A ® <T»-t.m-i) , 

et ou £ t ,i est le caractere 

sur G t -.i 
sur Gi 
sur G n - t 



2m- 


-n + t — i 


V 


2 


2m- 


-n+2t— i 


V 


2 


t 




— m 


-2t+i 



z/ 2 Gj 
^ 2 G' 



Demonstration. D'apres le lemme fT73l ce qui precede implique que 

T * ~ (B-ind)^- t)XG - (e,>^- tlTO -0- 
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Induire de T { a M( ti „_ t ) x G' m revient a induire de Tj a Pt-i,i x G n _ t x 
Pi, m -i et puis a M( tj7l _ t ) x G7^. Or, l'induite 

(tt-ind) T . (^,i®<T n _t, m _i) 
est la representation £^ ® pi® o" n -t,m-i- 

Ainsi, l'induite (Jj — ind)^ (t ' n ~* )XGm <g> <7„-t,m-i) est la representa- 
tion 

(tt- ind )S;7x£ G rxP / , m _ l ® Pi® °n-t^ ■ 

Pour achever la proposition il ne nous reste qu'a changer les induites et 
foncteurs de Jacquet non normalises en induites et foncteurs de Jacquet 
normalises. Ainsi 

* ~ 6 pL^ ~ '^X^TxPi^ ® Pi ® <7„-t,m-i) , 

avec 

= ^ (9o) m v {g'T 1 bJ t _JJ t<n JJ L 

i.e. le caractere requis. □ 
Avec les memes arguments on calcule une suite de composition du 

G' 

foncteur de Jacquet f t ^_ t , agissant cette fois-ci du cote de G' m . 

Proposition 3.3. Soient t,i des entiers, < t < m < i < inf {£, n}. 

La representation r t ™_ t (<J„ )m ) est composee des representations r'i, % = 
0, . . . , min {t, n} oil 

et oil £' t i est le caractere 

2t—i 



1 ,777 — 7 



v 2 sur G r 

n-\-2t — i 

V 2 sur Gr,; 



t,i 



v 2 sur G\ 

m — 2n — t + i . 

v 2 sur G f 



v 2* sur G' 



4. Application 



t-i 
m—f 



Soient it G IrrG7 n , it' G IrrGr"^ telles que n <S> 7r' soit un quotient de 
<7 n ,m- Soit r un entier positif. Pour toute representation cuspidale x 
de G r considerons l'eniter positif maximal a tel que tt soit une sous- 
representation d'une representation de la forme 

x x X x---xxxp, 

ou on a fait le produit de a fois la representation x f°i s Pi P etant une 
representation irreductible de G n - ra . Alors, par exactitude du fonc- 
teur de Jacquet, on a un entrelacement surjectif de r^ n _ ra (cr njjn ) dans 
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r ra,n-ra ( n ) ® ^ d'ou uii entrelacement non nul de r^™ n _ ra (er n ,m) dans 
Xxxx---xx®p®vr'. 

D'apres f3T2l il existe alors i G {0, . . . , ra} tel que 

Horn (n, x x X x • • • x X ® P ® 7r') 7^ 0. 

Lemme 4.1. Xes sew/s Tj qui peuvent avoir des quotients de la forme 

■j . / 2m — n + 1 , 

ci-dessus sont r ra et r m _i et, s%Xt v 2 seu l T ra peut en avoir. 
Demonstration. En effet, supposons que 

Horn (n, x x x x • • • x x ® P ® 7r') 7^ 0. 
Cela signifie, par definition de Tj, 

Horn ( indp (ro '"" r " )XGm p , (£ rtM <g) p< <g) cx n _ mim _i) , 

XXxx---xx®P®7r')^0 

et, par (OP . 

Horn ^ r0)i (g) pi (g) a n 

—ra,m—i ; 

d'ou 

Horn (^ ra>i (g pi <g cr n _ rajm _i, 



' P 



— G' \ 

(X x X x ■ • • x x) ® P ® r p 7 (tt ) ^ 0, 

i,m — i / 



et done 



Horn (^Ig^,^;; ,, (x x x x • • ■ x x) k^) ^ 0, 



Ainsi, on trouve finalement 

2m-~n-\-ra — i 



/ 2m — n-\-ra — t \ 

Horn f v ra _ i 2 , x x x x ■ ■ ■ x xj 7^ 0. 



Par l'unicite du support cuspidal, il faut alors que 

2m — n J r ra — i * 



/ 2m~n J rra — i \ 

supp ^ m _i 2 J = {x, • • • , X} 



l l • l • -i 2m — re + 1 . — . 

et done, ou bien % = ra ou bien i = ra — 1 et x = ^ 2 • U 
Ainsi on se retrouve avec deux cas : 
Cas A, Horn (r ra , X x X x ■ ■ ■ x x <g P <g tt') 7^ 0, 

_j TT / t\ / r\ 2m — n + 1 

Cas B, Horn (r ra _ 1 , X x x x ---xx ( gp ( g7r)7^0etx = z/ 2 

Examinons successivement les differents cas du lemme plus haut (le 
cas B sera traite dans la section [9]). 

Cas A Supposons d'abord Horn (r ra , X x X x ""' x X®P® 7r ') 7^ 
(ce qui arrive, en particulier, d'apres le lemme precedent, pour x dis- 

. -, 2m — n + 1 , 

tinct de v 2 
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Alors, Horn (r ra , x x X x ''' x X®P® n ') 5 s'ecrit, d'apres la 
proposition 13.21 



Hom (ind./ ' p , (Cra.ra ® Pra ® ^n-ra.m-ra) 1 

\ iu (ro,ti-ro) Ar ra,m-ro 

XXxx---xx®P®vr'J^O 
ce qui implique, par definition de £, ra ,ra que 

Hom ( indpT (p ra (g) a n -ra,m-ra) , 

Y ra,m — ra 

n — m n — m n — m — ra ra .\ 

V 2 X x V 2 x X • • • X V 2 t£ (g) y 2 p(g)zy2 7r j^0 

d'ou, par le lemme |MVW1 3.II.3], 

/ . -iG / ( m — n - - m — n , — : ra — rc 

Hom mdpT 1 \v 2 ^ x ■ • • x v 2 ^ <g> z/ 2 cr n _ ro m _ ro v 2 

y ra,m — ra \ 

p® Tt') ^ 0. 



Soit 6 > maintenant maximal tel qu'il existe une representation 
irreductible p' de G' m _ rb avec tt' quotient de 



m — n , , 1 ri — 71 , . 

v 2 x x • • • x v 2 x x P 



ou on a fait le produit de b fois la representation v ^ ' x- 

Ceci equivaut, par le corollaire lf .21 au fait que tt' soit sous-module de 



. rn — Tt . . ui— ri 

p xv 2 xx---xz/ 2 x> 



ou on a fait le produit de b fois la representation v™^ x- 

Par (11.11) . on a un homomorphisme non trivial de f m ™ r ft ^(X) dans 



m — n 



p' ® v 2 x X • • • x v 2 x d'ou, par conjugaison, un homomorphisme 

- . (J, 1 , ,v . m — n , — : m — n , — . . 

non trivial de r rb m m _ rb {7r ) dans v 2 x x • • • x v 2 x® P ■ 

D'un autre cote, le foncteur de Jacquet etant exact, on a un mor- 
phisme surjectif dans 

_ / . . Q f f m — n . m — n , — . ra . —ra \ 

Hom r rb m m _ rb O md p r [V 2 X X ■ ■ ■ X V 2 X ®" 2 &n-ra,m-raV 2 ■ 

\ ' ra,m — ra \ / 

P^^km-rb^')), 

G' 

qui, compose avec 1' homomorphisme non trivial precedent de ^"^-^(tt') 

m — n ^ m — n ^ . 

dans v 2 x x ■ ■ ■ x u 2 x® P ■, montre que 

/ . - Q. f f m — n . m — n , — . ra . — rc 

Horn r rb m m _ rb o md p r \v 2 x X ■ ■ ■ X v 2 x® V2 <7n-ra,m-ra,v 2 

\ ' ra,m — ra \ 

m — n , — . m — n ^ . \ . 

p®v 2 x x ■ ■ ■ x v 2 x® f > ) t 0. 
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Par le lemme geometrique (c/. |Zell §1.6]) et la maximalite de 6, on 
deduit que : 

/ (5' , / m — n . m — n , , ra (j' _ . . . — rc 

Horn ind J' i/ 2 xx...xi/ 2 x ® z/ 2 r ™; a m _, (a n _ r( , m _ ra ) 1/ 2 



P' t \ A.~---~" A ^ " ' rb-ra,m-rb \ w n-ra,m-ra) 

\ ra,rb—ra\ 7 

p (g> z/^^x x • • • x f^^x ® PJ 7^ 0. 
D'apres la proposition 13.31 il existe alors i G {0, . . . , rb — ra} tel que 

/ — - m-n+ra , . m — n + ra r . ra .\ 

Horn ( r/, 1/ 2 x x " ' x v 2 X ® ^ 2 P ) 7^ 0. 
Le lemme suivant se montre comme le lemme Hj] 

Lemme 4.2. Les seuls r'i qui peuvent avoir des quotients de la forme 

— 7 — 7 , m — n , — , . m — 2n — 1 , 

ci-dessus sont v rb _ ra et r r b- ra -i- Or, si v 2 x T v 2 , (i.e. si 
X 7^ v^*~ ) seul T' r b-ra peut en avoir. 

Ainsi on a, a nouveau, deux cas : 

Cas A.l Horn I T' rb _ ra , v 2 ^ x • • • x 1/ 2 x ® ^ 2 P ) 7^ (ce 
qui arrive, en particuher, d apres le lemme precedent si x 7^ ^ 2 et 

n + 1 ■ 
X T » 2 ). 



Cas A. 2 Horn 



/ m — n J rra ^ m — n-\-ra , — . ra . \ , 

^T' r 6-ro-l, f 2 X X • • • x f 2 X®^ 2 ^J f 

et, dans ce cas, il faut que x — v ^ ■ 
Regardons d'abord le cas A.l. 

Lemme 4.3. Dans le cas A.l, on ah = a. 

Demonstration. Si 

/ f m — n r , m — n r , ra . —ra \ 

Horn I ind p , ( v 2 \ x " ' ' x v 2 X® v ' 2 T\h-ra v 2 ) , 

\ ra, rb—ra \ J 

m — n m — n .\ 

p®v 2 p...xv 2 ^(gjp'J^o, 
alors, par definition de T' r b- ra , on a aussi 

I Ct ( rb — ra . —rb-\-ra —ra — ra \ 

Horn ind P n " r ; [v 2 cr n _ rbm _ r6 i/ 2 <g>z/2 X x---xz/2 X 

\ r n — rb,rb — ra \ 3 v / 

— ra ra .\ 

v 2 p (g> z/ 2 p J ^ 0, 

oil on a fait le produit de b — a fois la representation v~^x^ et done, 
par maximalite de a, il faut que b = a. □ 

Avant de passer aux autres cas, resumons les resultats obtenus en 
une proposition. 

Proposition 4.4. Soient n G Irr G n , n' G IrrG^ telles que n (g> ix' soit 
un quotient de o n ^ m . Soit aussi 



n + 1 
V 2 

2m — n + 1 

v 2 
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une representation irreductible cuspidale de G r . Alors a = b oil a et b 
sont definis par les conditions suivantes : 

(1) II existe p G Irr(G n _ m ) avec 

7T^XXXX---XXXP, 

oil on a fait le produit de a fois la representation cuspidale x 
a est maximal. 

(2) II existe p' G lrT(G' m _ rb ) avec 

. . m — n , , m — n , , 

TT ^ p X U 2 ^ x • • • X V 2 x, 

oil on a fait le produit de b fois la representation cuspidale 

m — n ^ _ 

v 2 \ etb est maximal. 
De plus, on a 

Horn (cr n _ rajm _ ra , v~^p <g> u^p'J ^ 0. 
5. Unicite 

La proposition precedente, avec le theoreme 12.41 nous permet de 
montrer l'unicite de la correspondance theta. 

Theoreme 5.1. Supposons n < m. Soit it une representation irreduc- 
tible de G n . II existe une unique representation irreductible tt' de G' m 
telle que 

Hom G)iXG ; n (u n>m , it <g> it') ^ 0. 
De plus, dim (Hom GnXG;m (u n>m , it ® it')) = 1 

Demonstration. Par recurrence on peut supposer que le theoreme est 
vrai pour toute paire [G^ Gyj, ou ij < nm. Montrons-le pour la paire 
[G n , G m ) . 

Soit it' G IrrG^ telles que it® it' soit un quotient de o n{m . Montrons 
que tt' est uniquement determinee par it. 

{ n+l 
V 2 
2m-n+i une representation 
V 2 

cuspidale de G r , et r G Irr(G n _ r ) avec it <^-> x x r. 
Soit a > et p G Irr(G n _ ra ) avec 

7r^xxxx---xxxp, 

ou on a fait le produit de a fois la representation cuspidale x et a est 
maximal. 

D'apres la proposition precedente, il existe p' G Irr(G^_ ra ) avec 

. . m — n , , m — n , , 

TT ^ p XV 2 X X---XZ7 2 Xj 

ou on a fait le produit de a fois la representation cuspidale v^^x- De 
plus, on a 

Hom (a n -ra,m-ra, P <8> V% p'j ^ 0. 
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Par hypothese de recurrence, p' est uniquement determinee par p et, 
par [Mill Theoreme 5.1], tt' est Yunique sous-module irreductible de 

. m — n ^ m — n ^ 

p X V 2 ^ X ■ • • X V 2 

Sinon, la representation tt est telle que, si Jac x (7r) 7^ et \ cuspidale, 

f "+1 2m-n+l 1 

alors x G < 2 , 2 ^ . Dans ce cas tt n apparait pas dans le bord 
de <J nm car elle n'est pas quotient d'une representation de la forme 



ind-^™ (ln-fc ® t) avec r G Irr(G fc ). En effet, si 



p 



n — k.k 



Horn f|-ind|" (l n _ fc ® r) , tt) ^ 0, 

\ ^n — k,k / 

on trouve, apres normalisation, que 



fc k — n 



Horn (md^ n ^ ^ ( z^ (g) z/^rj , irj 7^ 0. 
Par conjugaison, on deduit 

Horn ^indp fc n n _ fc (v^t <g> z/^j , 7r j 7^ 

puis, par (II. 2D . 

/ k — n k fi \ 

Hom^z/ 2 r®z/2,r^ n _ fc (7r)J ^0, 
et, a nouveau par conjugaison, 

/ fc k — n f~i \ 

Horn ( z/2 ® z/~r,rp"_ fcfc (7r)J 7^0, 

et done Jac -n+2fc+i (V) 7^ 0. Ceci n'est possible que si /c = n ou A; = m 
ce qui est absurde. 

Ainsi d'apresEIH tt est l'unique quotient de Jj— ind p r (l m -n <8> tt). 

m — n,n 

□ 

6. La correspondance explicite 

Soient tt G Irr(G n ),7r' G Irr(G^) telles que 

Hom G)iXG;n (u n>m , tt ® 7r') 7^ 0. 

La fin de l'article est consacre au calcul des parametres de Langlands 
7r' en termes de ceux de tt. 

Soient 7i,...,T/v des representations essentiellement de carre inte- 
grable et ai,...,a^ G M tels que, pour tout 1 < 2 < AT, i/**Tj soit 
une representation de carre integrable. Soit a une permutation de 
{1, . . . , N} telle que a a ^) > a a (j) si i < j. La representation r a (i) x 
t ct (2) x • • • x T CT (AT) a un unique quotient irreductible, et on dira que e'est 
le quotient de Langlands de T\ x ■ • • x tjv- 

Supposons que tt est le quotient de Langlands de T\ x ■ ■ ■ x r^r, ou 
ri, . . . , tjv sont des representations essentiellement de carre integrable. 
Notons alors 0^(tt) le quotient de Langlands de 



m — In — 1 



Z/ 2 x • • • X V 2 XZ/2 Tl x---XZ/2 t n . 
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Theoreme 6.1. Si m > n et 

Hom GrtXG ^ (a n>m , n ® 7r') ^ 0, 

a/ors 7r' = 0* n (n). 

Remarque 6.2. En particulier, si m = n, it' = n, comme on l'avait 
deja montre au debut de la section El Dans la preuve, on supposera 
alors m > n. 

Des theoremes 15. II et I6TT1 il resulte, avec la normalisation correspon- 
dante, un theoreme similaire pour la representation uj n> m (c/. (10-11) ) : 

Corollaire 6.3. Soil tv une representation irreductible de G n , 

(1) Si HomG n (w n ,m> 7r) 7^ 0, alors il existe une unique representa- 
tion irreductible tt' de G' m telle que 

Hom GnXG ; n (w„, m , 7r <g> 7r') ^ 0. 

De plus, dim (Hom G „ xG; (av >TO ,7r® vr')) = 1. 

(2) Supposons n < m. Alors Hom Gn (cu n)m , 7r) ^ et, si it est le 
quotient de Langlands de T\ x • • • x T/v, oil r 1; . . . , tjv soni des 
representations essentiellement de carre integrable alors tt' est 
le quotient de Langlands de 



m — n—1 m—n—1 



x • • • x v 2 x ti x • • • x tn- 



Pour la preuve du theoreme l6.ll on va utiliser plusieurs fois le lemme 
suivant [Mill Theoreme A. 3] 



Lemme 6.4. Soient x une representation cuspidale de G r telle que 

{ n+1 
V 2 
2m-n+i p G Irr(G n _ r ). et n Vunique sous-representation ir- 
V 2 

reductible de x x P- Notons re' Vunique sous-representation irreductible 
de v~^Q* m _ r {y^ p} x v^^X- Alors 

tt' = ^(tt). 

Corollaire 6.5. Soient x une representation cuspidale de G r , x 7^ 

n + 1 

V 2 

2m-n+i Soient a G N*, p G Irr(G n _ ra ), et 7r Vunique sous-repre- 

V 2 

sentation irreductible de x x • • ■ x X x P oil on a fait le produit de a fois 
la representation X- Notons n' Vunique sous-representation irreductible 

— va „ , —ra » m — n , — . m — n y _ . _ 7-7 

de v 2 U m _ ra [v 2 p) xi/ 2 ^ x • • • x v 2 X-, ou on a fait le produit de 

P • ■ m — n . — . 

a fois la representation v 2 Alors 



Tr' = e: 



7T . 



Demonstration. Par recurrence sur a. Si a = 1, e'est le lemme EH Sup- 
posons a > 1. Notons iii l'unique sous-representation irreductible de 
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^x---xxxpou ona fait le produit de a — 1 fois la representation X- No- 
tons 7i[ l'unique sous-representation irreductible de Om-rai 11 ^ P) x 
v 2 x X ■ ■ ■ X v 2 X, ou on a fait le produit de a — 1 tois la represen- 

m — n 

tation v 2 x- Alors, par liypotnese de recurrence 

et, de plus n est l'unique sous-representation irreductible de x xn i et tt' 
est l'unique sous-representation irreductible de ir[ x x- Le resultat 
decoule, a nouveau, du lemme HT4l □ 

7. Le cas SIMPLE 

{ n+l 
V 2 
2m-n+i une representation cuspidale 
f 2 

de G r et un entier strictement positif a, tels que l'une des conditions 
suivantes equivalentes (par la proposition I4.4D soit satisfaite : 

(1) II existe p e Irr(G n _. ra ) avec 

(7.1) 7r^x><XX---xxxp, 

ou on a fait le produit de a fois la representation x, a maximal. 

(2) ou bien, il existe p' G Irr(GJ n _, ra ) avec 

. . m — n r . m — n r . 

(7.2) TT ^ p xv 2 x x ■■■ x v 2 x , 

ou on a fait le produit de a fois la representation v^^x, a 
maximal. 

Puisque, par la proposition 14.41 

Horn (cr n _ raim _ ra , p <g> v^p' j ^ 0, 
et a > 0, on peut supposer, par hypothese de recurrence, que 

, * / — ra „ , / — ra \ 

(7-3) p ' = v^e* (u^p, 



On deduit de (j7.ll) . (17.21) et (17.31) . grace au corollaire 16.51 que tt' 

0*M. 



m \ 



8. SUR LES PARAMETRES DE ZELEVINSKY 

Soit r G M, n G N*. On dit que la suite A = {r, r + 1, . . . , r + n — 1} 
de nombres reels est un segment et l'ensemble de tous les segments sera 
note S. II est muni d'une action de K definie par 

k {r, r + 1, . . . , r + n — 1} = {A; + r, k + r + 1, . . . , k + r + n — 1} . 

On notera aussi 

b ({r, r + 1, . . . , r + n — 1}) = r, 

e ({r, r + 1, . . . , r + n — 1}) = r + n — 1. 
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les extremites du segment. On note I ({r, r + 1, . . . , r + n — 1}) =nsa 
longueur. 

On definit un preordre sur S par A < A' si & (A) < b(A'). On 
note M(S) l'ensemble de multisegments, i.e, des fonctions m : S — > N 
a support fini (on pensera a un ensemble de segments comptes avec 
multiplicites) . Un multisegment Ai, A 2 , . . . , Ajv est dit range si Ajv < 
■•■<A 2 <Ai. 

A chaque segment A = {r, r + 1, . . . ,r + n — l}on associe une repre- 
sentation irreductible de GL n (D), notee (A)*, definie comme I'unique 
quotient irreductible de v T x v r+1 x ■ ■ • x z/' +n_1 . La representation (A)' 

est essentiellement de carre integrable. La contragrediente (A)* est la 

representation ( A ) ou A = {— r — n + 1, — r — n + 2, • • • — r}. 



A chaque multisegment Ai, A 2 , . . . , Ajv on associe une represen- 
tation irreductible de GLj^itA^iD), notee (Ai, A 2 , . . . , Ajv)*, definie 
comme I'unique quotient irreductible de (A (T ( 1 )) < x <^A cr ( 2 ))* x ••• x 

(A CT (jv))*, ou cr est une permutation de l'ensemble {1, . . . , N} telle que 
le multisegment A^i) , A CT ( 2 ) , . . . , A CT (jv) soit range. La contragrediente 

(Ai, A 2) . . . , Ajv)* est la representation ^Ai, A 2 , . . . , Ajv^) . 

La proposition suivante, dans le cas D = F est montre dans [Zell 
6.9.]. Dans le cas ou D ^ F la preuve est analogue et se trouve dans 
[Ml2l 2.3.7]. 

Proposition 8.1. Soit A 1; A 2 , . . . , Ajv un multiensegment range, avec 
Ai = {&,&+ 1, e} et Ajv = {&', V + l,..., e'}, alors 

(1) Si Jac^ ((Ax, A 2 , . . . , Ajv) ) ^ on a que I > e' . 

(2) Si Jac^ ((Ai, A 2 , . . . , Ajv) ) ^ on a que I < b. 

9. Fin de la preuve 

On s'est ramene aux cas ou tc et ir' sont des representations tres 
particulieres, des representations verifiant les proprietes suivantes : 

J.l Si Jac x (7r) ^ et x cuspidale, alors x £ j^ -2- > v ^^j' 

— f t\ i lii f —m—l m — 2n — 1 | 

J. 2 si Jac x (?r ) 7^ et x cuspidale, alors x £ \ v 2 i v 2 )■ 

On va utiliser les proprietes de la section precedente pour terminer la 
preuve du theoreme 16.11 On rappelle qu'on suppose m> n. 

Soit n G Irr(G n ) telle que Jac n+i (ir) 7^ 0. Soit a maximal tel que 

TT^XXXX-'-XXXP, 

n + 1 

ou on a fait le produit de a fois le caractere x — ■ On se trouve, 
avec les notations de la section 0J dans le cas A. On rappelle que Ton 
a deux possibilites, Al et A2 : 
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Cas A.l Ou bien, il existe p' G Irr(G^_ a ) avec 

. . m — n i m — n _-i 

7T XI/ 2 L X ■ ■ ■ X U 2 

ou on a fait le produit de a fois le caractere v~z~~ x _1 , a maximal et 
Horn (a n - a ,m-a, p ® f VJ ^ 

(proposition 14.41) ; 

Par hypothese de recurrence, on a que : 

. . m — 2n — 1 m — 2n — 1 

(9.1) 7T XI/ 2 X---X!/ 2 



OU 



m — 2 n — 1 — m + 1 m — n m — n " ^ ^ 



V 2 2 ; V 2 Al, . . . , Z/ 2 AaT 

si p = (Ai, . . . , Ajv}*, avec les notations de la section precedente. 

Lemme 9.1. // n'existe pas des representations irreductibles n et ir' 
satisfaisant aux conditions J.l, J. 2 et (|9.1I) . 

Demonstration. D'apres J.l, on sait que, si Jac x (7r) ^ et x cuspidale, 

[ n-\-l 2m — n + 1 | ■ ■ * v 

alors x G < z/ 2 ; z/ 2 ^. Par 18.11 (1 ). tous les segments de p nnissent 
alors par > +p. Ainsi, par definition de p' , tous les segments de p' 
commencent alors par b\ < m ~g Tt ~ 1 . De plus, puisque m 7^ n, jz/" 2" j 
est un segment de p' et done, par [Mill Theoreme 6.6.(3)], il existe r' G 
Irr(G[ n _ a _i) tel que p' r' x z/ 22- ^ 2 ce qui contredit la maximalite 
de a. □ 

Cas A. 2 Alors on a bien (avec les notations de I4.4H 

/ m — n-\-a , . m — n + a , . a ,\ 

Horn ( r'b-a-i, v 2 x • • • x v 2 ^(gj^ap'J^O. 
Dans ce cas on a une proposition similaire a la proposition 14.41 

Proposition 9.2. Soient n G Irr G n , ir' G IrrG^ telles que n soit 
un quotient de o~ n ^ m satisfaisant aux conditions J.l et J. 2. Soit aussi 

n + 1 

X = un caractere de G\. Alors a = b — 1 ou a et b sont definis par 
les conditions suivantes : 

(1) II existe p G Irr(G n _ a ) avec 

7r^X><XX---xxxp, 
oil on a fait le produit de a fois le caractere x et a est maximal. 

(2) II existe p' G lTr(G' m _ b ) avec 



rn — n 



tt' ^ p' x v 2 x X • • • X v 2 x , 



oil on a fait le produit de b fois le caractere v m i n x & t b es t 
maximal. 
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De plus, on a 

Horn (<7 n _ 0)m _ _i, v^~ x p ® v^p'^j ^ 0. 
Demonstration. On a que 

/ r< / m—n m — n a — - —a \ 

Horn I mdp, 6 I v 2 x x ' " " x v 2 X ® 2/2 r 6-a-i^ 2 J, 

\ a,b — a \ / 

m — n , , m — n , , . \ 

p <g> z/ 2 ^ x • • • x v 2 ^(gjpj^o, 
d'ou, par definition de r'b- a -i, 

Horn ( indp^-;^ 6 o i (v^ o- n _ 6+1;m _ b i/^ <g> v^x x • • • x z/^x) , 

P <8> p') ^ 0, 

ou on a fait le produit de b — a — 1 fois le caractere v~X-, et done, par 
maximalite de a, on a b = a + 1. 

□ 

Ainsi, il existe p' G Irr(G^ ra _ a _ 1 ) avec 

. . m — n -1 m — n -1 

7T c — > p X V 2 ^ X • • • X V 2 ^ 1 ) 

ou on a fait le produit de a + 1 fois le caractere x _1 , a maximal et 

Hom (an-^m-a-!, V^~ X p <g> l^p') ^ 0. 

Alors, par hypothese de recurrence on a 

dim (Horn (<7 n _ a>m _ a _i, i/^ _1 p <g> z^p')) = 1, 

et 

p = v^e^-a^P) 

— m + l m — n "7""~" m — n 

z/ 2 ?Z / 2 Ai, . . . , v 2 Aat 



si p = (Ai, . . . , Ajv)*. 

Lemme 9.3. Supposons que n et n' sont deux representation irreduc- 
tibles qui satisfont aux conditions J.l, J. 2 et telles que tt est un sous- 
module de u^2~ x • • • x u^2~ x p, ou on a fait le produit de a fois le 

n + 1 . 777/ m — 2n— 1 m — 2n — 1 

caractere v 2 ; 77 est un sous-module de p x v 2 x • • • x v 2 

„ , 7-7 ^ • m — 2n — 1 1 

cm on a /cu£ /e produit de a + 1 /ens te caractere v 2 x e ^ 

-m + 1 m — n ' " m_ ^ - \ ^ 



p' = (V 2 ,...,J/2 ;i /2A 1 ,...,i/2A 



A? 



p = (Ai, . . . , A N y 

Alors tt' = 9* m (-K). 
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Demonstration. Notons tt[ l'unique sous-representation irreductible de 



p x v 2 x • • • x v 2 , 

ou on a fait le produit de a fois le caractere z/ m a" 1 , alors, d'apres le 
corollaire 16.51 on a que 



/ m — 2ra — 3 - , , 

v 2 2 ,z/ 2 A;,...,z/ 2 A' N 



m — 2n — 3 —m+1 ™ — ' *" — ** " ^ ^ 



B i7r=(Ai,... J A5 v >*. 

De plus, 7r' est l'unique sous-representation irreductible de 7i[ x 
z/ 12 ^" 2 . Voyons finalement que tt' = 0* m (n). 

Puisque d'apres J.l, on sait que, si Jac x (7r) ^ et x cuspidale, alors 

f 2 771 — n + 1 | , , ■ i, , 

X G < z/ 2 , z/ 2 Par la proposition I8.lt 1). tous les segments de 

la forme A' finissent alors par > ' a ^-. Ainsi, tous les segments de 

la forme A^ commencent par b[ < m ~^ n ~ 1 et, a fortiori, tous les 
segments de tt[ commencent par b' { < m ~^"~ 1 . 
Ainsi, par [Mill Theoreme 6.6(.2)], on a que 

. / m — In — 1 m — In — 3 —m + 1 m — n "~ " m — n ' \ ^ 

7T =(i/ 2 ,z> 2 ,...,z/ 2 ,z/ 2 Ai,...,z/ 2 Atv) =0 m (7r). 



□ 

II ne nous reste maintenant a traiter que les cas ou tt et tt' sont des 
representations verifiant les proprietes suivantes : 

^tyi n+ 1 

H.l Si Jac x (7r) ^ et x cuspidale, alors x = v 5 > 

H.2 si Jac x (7r') ^ et % cuspidale, alors x — v 5 ■ 

Proposition 9.4. II n'existe pas de representations irreductibles tt G 
Irr(G n ) et tt' G 1ir(G' m ), m > n, satisfaisant aux conditions H.l et H.2 
et telles que Hom(<j n , tt ® tt') ^ 

Soit tt G Irr(G n ) verifiant H.l et soit a maximal tel que 

ou on a fait le produit de a fois le caractere x — ^ 2 " +1 • On a alors, 
avec les notations de la section [H que 

Cas A Ou bien, Horn (r a , X x X x '"" x X®P® 7r ')7^0> 
Cas B ou bien, Horn (r _i, xxx x "' x X®P® 71 "')^0- 
C'est a dire : 

Cas A Puisque m/non est bien dans le cas A.l et done, d'apres 
14.41 il existe p' G lii{G' m _ a ) avec 

. . m — n i m — n i 

tt ^ p x v 2 x X ••• xy 2 x > 



CORRESPONDANCE DE HOWE: PAIRES DUALES DE TYPE II 25 

ou on a fait le produit de a fois le caractere v^^x' 1 , a maximal et 
Horn (cr n _ a , m _ a , i/-r p <g z/f A ^ 0. 
Ceci n'est pas possible. En effet, par recurrence, on a que : 

. . — m— 1 — m — 1 

TT ^ p X U 2 X • • • X V 2 , 

et 

. / m — In — 1 — m + 1 m — n ' m — n — "' 

p = (V 2 2 ,i/ a Ai,...,I/ a Ajy 

si p = (Ai, . . ., Ay)*. 

II y a ainsi des segments de 7r' commengant par x« > ~ T ^~ 1 ce qui, 
par la proposition 18 . 11 (2) . contredit H.2. 

Cas B Sinon montrons qu'il existe p' G Irr(G^_ a+1 ) avec 

. . m — n i m — n -i 

7T^->pXZ/ 2 ^ 1 X • • • X Z/ 2 

ou on a fait le produit de a — 1 fois le caractere x -1 , a maximal 
et 

Horn (a n -a,m-crt-U V ^P ® ^^PJ 7^ 0. 
En effet, Horn (t _i, xxxx-'-xx®/58ur')^0 implique que 

/ / m — n -i m — n i 

Horn ind p r I i> 2 ^ 1 x • ■ • x z/ 2 ^ <g) 

\ a — l,m — a + l\ 

^^cr n _ a m _ a+1 z/'^2 J ) , p ® 7r' ) 7^ 0. 



Soit 6 maintenant maximal tel qu'il existe une representation irre- 
ductible p' de G' m _ b avec 7r' quotient de 

m — n -I m — n 1 . 

v 2 x x • • • x v 2 ^ 1 x p 

ou on a fait le produit de b fois le caractere z/^V^x -1 - D'apres le corol- 
laire 11.21 on a une Heche non nulle 

—G' / /\ m-n i m-n _i . 

^m-bC 71 " ) ^ V 2 X X---XZ/ 2 x L 0p. 

Puisque x v ~ \ 011 montre, comme dans 14.41 que b = a — 1 et done 
Horn (cr n _ 0)m _ 0+1 , p ® p'J 7^ 0. 
Ainsi, il existe p' G lrr(G' m _ a+1 ) avec 

. . m — n -I m — n -1 

7T ^/) Xi/ 2 ^ 1 X • • • X f 2 

ou on a fait le produit de a — 1 fois le caractere i/'^^x 1 ? a maximal 
et 

Hom (<7 n _a,m-a+l, ^P ® f *^V) 7^ 0. 

Alors, par hypothese de recurrence on a 

/ / — m — 1 — 771 — 1 

7T 
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et 

. / m — In — 1 — m — 1 m — n "~ " m — n " \ ^ 

p = ( v 2 ,...,v 2 ,u 2 Ai, ...,v 2 Ajv^) 

si p = (Ai, . . . , Ajv) . Si n ^ m, on trouve ainsi des segments de 7r' 
commengant par a?, > ~ r ^~ 1 ce qui, a nouveau par 18.1( 2). contredit 
H.2. 
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